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Opérateur de dilatation, méthode de Gell-Mann-Levy:
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Equation différentielle la plus simple possible:

0L (x,¢)

Olne BL)
Développement limité:
0L(x,e)
e oL

Solution: lo1 fractale de dimension constante + transition:
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L(x,e) = Lo(x)
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variation of the length variation of the scale dimension
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Dépendance d’échelle de la longueur et de la dimension
d’échelle effective (0 = Dg-1) dans le cas de lois d’ « inertie
d’échelle » (solutions d’une €quation aux dérivées partielles
du premier ordre). 4
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Solution de 1I’équation différentielle d’échelle:

dlL/dInr=a +b L



Vitesse totale sur la géodésique (parties classique et fractale) en
fonction de 1’échelle
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log longueur
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Solution de I’équation différentielle d’échelle:

dL/dInr=a+b L +c L?




Relativité d’échelle galiléenne
dln L

Définition locale de la dimension d’échelle § = Dy —1: 0= din(\/2)

Comportement asymptotique (partie fractale):

C(z,€) = Lo() @)é

Transformation d’échelle ¢ — &’

L(e") L(e)
= In
Lo Lo

Lo1 de composition des dilatations:

1)) 1 !/
In (E) = In (i) + In (g)
g g €

Méme structure mathématique que le groupe de Galilée (mouvem

X' =X VT, T'=T, W=U+V

In +6(¢) In (E,) (5(6’) = (5(8)
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Longueur d’une courbe fractale

Deux facons de mesurer la longueur d’une courbe fractale, en fonction
(1) de la résolution spatiale 0X : mesure statique

(2) de la résolution temporelle 6¢ (= invariant): mesure cinématique
--> formules asymptotiques (parties fractales):

26,03 = £ (7 )

£(c.o = £a(0) (£) 77

§ = Dp — Dp = Dp — 1 t

Relation entre intervalles de résolution spatiale et temporelle:
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Galilean scale-relativity

Identification of standard scale transformations (constant
fractal dimension) with a Galileo relativity group of scale

Scale transformation: e — ¢! IV =1In(e/ 8’)
L(e") | L)
In = In . + IV é(e)
0(") = é(¢)
V' =V 4+

Same mathematical structure as Galileo group of inertial motion transformation:

xX=x-Vt
£ =t V=V(K'/K)

W=U+V
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Galilean scale-relativity:
scale variable = invariant (proper) time resolution

Basic description of fractal fluctuation:* dy = (d¢ 2)” 2
1
dx _ (ds)” (D=2 —> (d¢*) = Ads )
A A
Scale transformation on the proper time differential interval: ds — dsr
/ !
lndi:lnd—x—l—llndi :
A A D ds The « scale-time »
r 1 1s now the Holder
D’ D exponent H = 1/D
ds” ds” ds’ instead of 6 = D-1.
In — =1In + In —
ds ds’ ds

# See e.¢. Célérier & Nottale, 2004, J. Phys. A37, 931 !



Généralisation: dimensions fractales variables

Analogie avec les lois du mouvement

Aristote: « le temps est la mesure du
mouvement » —> variables primaires x et
v, le temps 7 s’en déduit
L — E::
(%)
Galil€e: « renversement » des variables

+ caractere vectoriel de x et v + petites
quantités (anticipant le calcul différentiel)

Sk dxk
dt

Newton: passage a la dynamique, définition
de ’accélération comme dérivée seconde

E_ d2zk
dt?

a

Mandelbrot: définition de la dimension
d’échelle § = Dp — Dp: M= M, (A)
| = s In(M/Mo)
In(A/e)
Dimension variable: passage a une définition

locale d1ln M

 dlne

Renversement des variables: projection +
résolutions comme « vitesses d’échelle »

& dlnLF
n—=——

AR do

Dr—Dr

5:

Nouveau concept:« Accélération d’échelle »
- d*1n LK
- dh2
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Relativité d’échelle restreinte

Loi générale de transformation d’échelle e — g’
satisfaisant au principe de relativité ?

Trouver les quatre fonctions a(V), b(V), c(V), d(V) V = 1n (E)
qui satisfont: *loi de composition interne e’

*invariance par réflexion

L' L , L
In—=a(V)In—+0bV)d 0 =c(V)In—+d(V)d
Lo Lo Lo

Solution (LN, 1992, Int.J.Mod.Phys. A7, 4899): transformation log-Lorentz

Nouvelle loi de composition des Ao — € 9 g’

dilatations </ In(e/Xo) +1Inp

Ao - 1+1InolIn(e/Ng)/ 1112(A/)\0)

In

A = éschelle de longueur invariante sous les dilatations

13
Le produit de dilatations standard (‘relativité d’échelle Galiléenne’) retrouvé a la limite A — 0, A —



PETITES ECHELLES:
Identification de 1’échelle invariante avec 1’échelle de Planck

A=)\p= (E> = 1.6160(11) x 10™%° m

CB

GRANDES ECHELLES:
Identification de 1I’échelle invariante avec 1’€chelle de longueur
donnée par la constante cosmologique

A=L=A;"?=(88+0.8) x 10¥® m

RAPPORT des deux:

L
K =-— =53x10"
/\E‘ 14



Généralisation des transformations d’échelle en
relativité d’échelle restreinte

(1) Résolution spatiale: 4 variables d’échelle &k = ox*
(L.N. 1992, IJMPA 7, 4899)

do In(Ap/e) 0
In(L/Ly) = 0(¢)
( \/1 —In%(Xo/e)/In*(No/A) \/1 —In*(Xo/e)/In*(Ao/A)
e In(e/Xo) +1np A — ZH’

In

Ao 1+1Ine In(e/Ag)/ In*(A/Ao) Echelle de longueur dePlanck,

invariante sous les dilatations,

(2) Résolution temporelle propre: Innatteignable, indépassable

1 variable d’échelle € = ds

Transformation A= longueur de Compton —> ds, avec D(A) =2

l
In — dX hl In?(\/ds)
A 1 — lng()\ﬁdg) D =24/1- 2
nZ(\/Ip) In"(A/lp) 15



Nouvelle transtformation entre échelles de longueur
et échelles de masse en relativité d’échelle restreinte

Length Scale (in Z scale unit)

u (22) - In(m/m.z)
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Valide dans les deux cas (résolution ST et temps propre) 1o



6o In(Ag/e) 00

In(L/Ly) =

V1 - 1n2(h/2)/ I (Ao/A) V1= In2(Ao/e)/ In*(Ao/A)

(Cas simplifié : L(\g) = Lo)

variation of the length variation of the scale dimension
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Dépendance d’échelle de la longueur et de la dimension
d’échelle effective en relativité d’échelle restreinte (lois de
dilatation log-lorentziennes)



Dynamique d’échelle: équations

Lois d’échelle solutions d’é€quations aux dérivées partielles du
deuxieme ordre dans 1’espace des échelles

i

« djinn » (dimension d’échelle variable) identifié comme un « temps d’échelle» )

Resolution identifiée comme une « vitesse d’échelle »:

n é dInL
e ) dd

Principe de moindre action dans 1’espace des échelles —>
équations d’€chelle d’Euler Lagrange en fonction du « djinn »:

0 0L B 0L
6 O0lne  OInLl 18




Dynamique d’échelle: force d’échelle constante

1 A
L _ 1 > [ A d= —1In| — (asymptotique)
In (@) = %ln (E) aQ -

variation of the length variation of the scale dimension
I I I I I I I I I I I I I I I I
u c |
fractal IS fractal S S
Z i % 13
@ = )
= =1
f— - m:
— scale 2 scale 3
c . [} _ QL
—= independent OL independent | @
--------------------------------- 6)
Q
| | i
| | | | | | | | | | | | | | | |
In € In €

Dépendance d’échelle de la longueur et de la dimension
d’échelle effective dans le cas d’une ‘force d’échelle’ constante:

d*In L
d d2

=G 19



Dynamique d’échelle: oscillateur harmonique

L 5 [ A 1
1115—05\/111 (g) ~ 53

variation of the length variation of the scale dimension
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Dépendance d’échelle de la longueur et de la dimension
d’€chelle effective dans le cas d’un potentiel d’oscillateur
harmonique (dans 1’espace des €chelles)

d?In L 1
doz o2
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Loi log-périodique a partir de la
covariance d’échelle

Généralisation « covariante d’échelle » des fractals a dimension constante:

1. Equation différentielle d’échelle, D = cste: dcf(I) —D® =0
ne

2. Introduction d’une correction (2¢ membre): d® DO =y

dlne
3. Covariance = invariance de forme des
équations—> on postule que les équations en @ dx —D'y=0
et x ont la méme forme: dlne

d*® dd
4.0n pose D'=D +6 1’éq. devient: — B +CP =0

(dlneg)? dlne

®(e) = a P (1 + be?)

5.0npose B=2D+4d, C=D(D+90)
—> solution:

6. Cas part. § — j,—>log-per. P(g) = ac? 1+ bcos(wlne)]



Lo1 log-périodique
L(e) = Lo[l + (Me)” ebeos@n(e/M)] | fEEions

variation of the length variation of the scale dimension
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Dépendance d’échelle de la longueur et de la dimension
d’€chelle effective dans le cas d’un comportement log-
périodique (invariance d’échelle discrete, exposant complexe)

avec transition fractal / nonfractal. >



