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Opérateur de dilatation (méthode de Gell-Mann-Lévy):
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Equation différentielle d’échelle du premier ordre:
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Développement limité:
0L(x,e)
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Solution: fractale de dimension constante + transition:
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L(x,e) = Lo(x)




A\ ° 5o — 0
ﬁ(.’L‘, 8) = E()(EE) 1+ (g) eff |+ (%)6

variation of the length variation of the scale dimension
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Cas de lois « inertielles d’échelle » (qui sont solutions d’une équation
différentielle du premier ordre dans 1’espace des échelles). >



Groupe de Galilée d’échelle

Comportement asymptotique:

C(z.e) = Lo() @)é

Transformation d’échelle: & — &’
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In o In 2 +6(¢) In (E,)
5(e') = 8(c)
Loi de composition des dilatations: ¢ — ¢’ — &”

1 1 /
In (E) = In (i) + In (g)
€ 3 €
Résultat: structure mathématique du groupe de Galilée —>

-satisfait au principe de relativité d’échelle-
X' =X -VT, T'=T, W=U+V
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Voie vers Schrodinger (1)

ésiques
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—> Approche « fluide »
V(t) — Vz(t,ot),t, 0t
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Voie vers Schrodinger (2): ‘partie classique’
(différentiable) et ‘partie fractale’

Loi d’échelle minimale (en fonction de la résolution spatiale):

\ )
1+ (E) ] (62/N)PF = (e1/N)
Version différentielle (en fonction de la résolution temporelle):

dX = dx + d¢ <n>=0
dr = v dt <n?>=1

L(x,e) = Lo(x)

d¢ = nV2D(dt?)1/?Pr
Cas de la dimension fractale critique Dp=2:

d¢ = nvV2Ddt!/?
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Voie vers Schrodinger (3):
non-différentiabilit€ —> complexes

Définition ordinaire de la dérivée:

df o fhd) — ) S0~ St~ di)
dt dt—0 dt dt—0 dt

N’EXISTE PLUS (non-différentiabilité) ! —> nouvelle définition:

f(t,dt) = fonction fractale:
fonction explicite de dt, variable d’échelle (« résolution »)

F(t + dt,dt) — f(t,dt)
dt

f(ta dt) - f(t - dta dt)
dt

fi(t,dt) = fL(t,dt) =

Deux définitions au lieu d’une: on passe de I’une a I’autre
par la réflexion dt <—> -dt

dX 4 (t) = vy dt + d£+(t) v Vy + v LV — U
dX_(t) =v_ dt + d&_(t) B 2 o 2 ’




Opérateur de dérivation covariante
Partie
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Amélioration de la covariance « quantique »

Ref.: Nottale L., 2004, American Institute of Physics Conference Proceedings 718, 68-95
“The Theory of Scale Relativity : Non-Differentiable Geometry and Fractal Space- Time”.
http ://luth.obspm.fr/~luthier/nottale/arcasys@3.pdf

On introduit 1’opérateur de vitesse complexe:

V=YV —1iDV
En terme de cet opérateur, la dérivée covariante-quantique s’écrit:

Pt

d 0 -
a—%—i—v.v

Elle satisfait alors a la regle de Leibniz du premier ordre pour les

dérivées partielles et la composition de fonction. .



RELATIVITE D’ECHELLE —>MECANIQUE QUANTIQUE

Opérateur de dérivation covariante
d 0
— = —+ V.V —iDA
a "ot :

Equation fondamentale de la dynamique @

dV
a Ve

Changement de variables (S = action complexe) et intégration

to :

S :/ L(x,V,t)dt = piS/2mD

t1

Equation de Schrodinger généralisée @
oYy 1

D?AY + ma — 5@@ =0 )



Hamiltonien: forme covariante

P = —'ES(]V In "E;'f',? P’L‘ = —1 ﬁv 'L‘
dS - 0S
L= )
dt ot A

H=VP—L

. H =V.P—iDV.P — L

Il existe un terme d’énergie supplémentaire spécifique de la
mécanique quantique: 1l est explique ic1 comme manifestation de, Ja
nondifférentiabilité et de la covariance forte




dV:—V(I) VY =VS/m

m_
Newton|  (t ] b — S/ S0
o d B S
1 So @ (V In 170) = VOo+—V =—i p V(In)
. 9, _
Vo =15y (dt + V.V — zDA) (VIn)
9 e \‘ _______
Vo = iSy [atv Iny — {(vm Y.V)(Viny) HPA(V Iny) H
\
d e, A1)
I
0 o
2 A 1 0 TR N N —
Schrédinger D*Adp +4D Ot Y I, Y =0 Sq = 2mD

14



bl RN v i
mdtV V

d

Newton

ESU (V In ‘70) \V = —1 S0 V(In )

B
VO =iS, [ —
50 (m

+ V.V — iDA) (ViIn)

'

_ 0
Vo = ’68(] [(%

Vineg — i {'—( Ving.V)(Viny) +

Siscsas l
d 0 A
'

D2A) + fmiw _ Ew —0

dﬁ S(] = 2mD

oY 1
ot

Schrodinger H 170 =1 2mD



Origine des nombres complexes
en mécanique quantique. 1.

Dédoublement du champ de vitesse —> nécessité de définir un
nouveau produit: doublement d’algebre A—>A?

Forme générale d’un produit bilinéaire (LN, 1972) :

k _ 1, .k 17
¢ =a'w;; b
1,J,k = 1,2 —> le nouveau produit est défini par les 8 nombres wi}

Contrainte: retrouver la limite standard —>A est une sous-algebre de A?

Donc (a,0)=a. On définit (0,1)=a. Le probleme se réduit alors a

déterminer 2 coefficients:

a? = wo + Wy
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Nombres complexes. Origine en MQ. 2.

On redéfinit alors le doublet de vitesse, en incluant la « partie
fractale » (nondifférentiable, divergente):

~ B ’U_I_-I—’U__ ’U_l_—’U_ ’LU_|_—|-’iU__ w+—w_
v_v+w_( ; o= )+( 5 o= )

Fonction de Lagrange complete (cas Newtonien)

L= gm (VW) = om (V) + (W2)

Apparition d’un terme infini dans la fonction de Lagrange:

4(W?) = <[(w+ tw-) —o(wy —w- )]2>
((w++ w? ) (1 + o? )—2(35(31;_2F —w?) + 2wiw_(1 — a?))
Comméw?:) — (w2) =0 et (wyw_) =0

—> le terme 1nfini est supprimé a condition que:

a’+1=0=a=+i X

QED



SOLUTIONS
Visualisations, stmulations




dx

dx

dx
dx

Equations différentielles stochastiques pour
les géodésiques

0P

= vidt+déy, e + div(Pvs) = DAP . Fokker — Planck.
0P

= wv_dt +dé_, ar + div(Pv_) = =DAP : no classical process.
0P

= Vdt + déy, e + div(PV) =0: continuity equation.

= Udt+ d¢y, div(PU)=DAP : noclassical process. (1
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Expérience de fentes d’ Young: une fente ouverte
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Expérience de fentes d’ Young: une fente
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Simulation dépendante-d’échelle: transition qunatique-classiqae



Expérience de fentes d’ Young: 2 fentes
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Simulation faible nombre de gé€odésiques. Comparaison a la
prédiction quantique 2



llateur harmonique 3D 1sotrope
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Potentiel d’oscillateur harmonique
3D 1sotrope

Premier niveau excité: simulation du processus dx =v, dt + d§,

. . 24
Animation



Potentiel d’oscillateur harmonique
3D 1sotrope

Premier niveau excité: simulation du processus dx =v, dt + d§,

Densité de probabilité

1]
Coordonnée x

25
Comparaison simulation - prédiction MQ: 10000 pts, 2 géodésiques



Solutions: potentiel d’oscillateur harmonique 3D (densité cste)
E=3+2n) mDw

26

Il——>  Polynomes d’Hermite



Solutions: potentiel d’oscillateur harmonique 3D
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Simulation de géodésique

dor = v dt + nv2Ddt
Potentiel képlerien GM/r +at + 1 |
Etatn =3, /=m =n-1 ’U+:U—|—V V =V —iU
<n>=0 <n*>=1
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Solutions: potentiel Képlerien

n=3

ic——>  Polyndmes de Laguerre généralisés 29



Atome d’hydrogene
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Distribution obtenue a partir d’une seule géodésique, comparée a la
distribution théorique prévue par I’équation de Schrodinger 30



