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Introduction
� « vision » géométrique de la logique 

� utilisation de l’algèbre linéaire: valeurs/vecteurs propres, produit de 
Kronecker…
� lien naturel avec les observables quantiques…

� potentiel d’applications: logique floue, logique multivaluée, décision, 
portes quantiques…

� travail sur la décomposition polynomiale et la logique multivaluée 
mené en collaboration avec François DUBOIS (papier soumis à QI-2016)
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historique :
représentations algébriques et 

géométriques en logique
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historique
« diagrammes logiques » 

diagrammes de Leonhard Euler (1707-1783)

diagrammes de C. L. Dodgson (Lewis Carroll) (1832-1898)diagrammes de John Venn (1834-1923)  

carré des oppositions d’Aristote (384-322 a.C)
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historique
George Boole (1815 – 1864):  le  “ 0 ” et le   “ 1 ” 
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historique
Tables de vérité: Pierce, Post et Wittgenstein.

“Truth tables were introduced by Charles 
Sanders Peirce (1839-1914) in the early 1880's 
in the American Journal of Mathematics which, 
attracted little attention at the time”

“Truth tables were rediscovered and 
tautologies discovered, simultaneously and 
independently

by       Emil L. Post (1897-1954)

and by           Ludwig Wittgenstein (1889-1951)”
”Reminiscences of the Vienna Circle and the 
Mathemathical Colloquium”:  Karl Menger

Première formulation complète des tables de 
vérité pour les 16 connecteurs logiques à deux 
variables (p,q)

L. Wittgenstein “Tractatus Logico-Philosophicus”, 5.101 , 
Wien (1918)
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historique
« Boolean Algebra » à la base de l’informatique moderne
Puis vint une tendance générale vers une plus 
grande abstraction du formalisme en 
mathématiques, conduisant à un relâchement 
des liens avec le système algébrique introduit 
par Boole.
Dans son article en 1904*, Edward V. 
Huntington (1874-1952) énonce les postulats 
de la « Boolean Algebra »

* Huntington, E.V., ”Sets of Independent Postulates for the 
Algebra of Logic”, Transactions of the American 
Mathematical Society, Vol. 5, No. 3, July 1904, 288-309
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historique
Projecteurs : John Von Neumann (1903-1957) 
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historique
l’ordinateur « Harvard Mark » de Howard H. Aiken (1900-1973)

◦ À la fin des années 1930, l'étudiant diplômé de Harvard, Howard Aiken 
rêvait d'un ordinateur. Sa thèse de doctorat en physique nécessitait des 
solutions numériques pour résoudre des équations différentielles non 
linéaires.

◦ Le premier ordinateur de Aiken, sous le nom de Harvard Mark I, a été 
conçu au « Computing Laboratory » de  Harvard et construit par IBM 
entre 1939 et 1944. Au cours des 15 années suivantes ces ordinateurs ont 
servi pour la recherche scientifique, ainsi que pour l'armée des Etats-Unis.

◦ Howard Aiken a trouvé que les expressions arithmétiques introduite par 
G. Boole en logique peuvent être utiles pour concevoir des circuits et de 
les utiliser dans les ordinateurs Harvard MARK III et MARK IV *.

◦ *H.H. Aiken, “Synthesis of electronic computing and control circuits” Ann. Computation 
Laboraratory of Harvard University, XXVII, Harvard University, Cambridge, MA, 1951
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historique
développements de Claude E. Shannon (1916-2001)
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historique
développements de Reed et Muller, formes de Davio

Les développements trouvées par Reed et Muller comprend la constante 1 et les connecteurs 
XOR, AND, NOT les expressions de Reed-Muller* sont classés comme des expressions de 
polarité fixes et mixtes.

Comme les formes canoniques peuvent être généralisés par les développements de Shannon 
les formes Reed-Muller peuvent être généralisées par les développements de Davio**.

** M.J. Davio, P. Deschamps, A. Thayse, “Discrete and Switching Functions”, McGraw-Hill, New York, 1978

*D. E. Muller, “Application of boolean algebra to switching circuit design and to error detection”,  IRE Transactions on 
Electronic Computers, 3:6–12, 1954.
*I. S. Reed, “A class of multiple-error-correcting codes and the decoding scheme”, Transactions of the IRE Professional 
Group on Information Theory, 4:38–49, 1954.
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historique
développement spectral des fonctions booléennes
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historique
logique mulrivaluée

Jan Lukasiewicz  (1878-1956) est généralement reconnu comme le fondateur de la 
théorie moderne de la logique à plusieurs valeurs.

Emil Post (1897-1954) a aussi contribué à cette discipline.

Cette logique a été étudiée et offre un intérêt pour les ingénieurs impliqués dans divers 
aspects de l'informatique depuis plus de 40 ans. Elle a une longue histoire d'utilisation 
en CAO dans les langages de description HDL (« Hardware Description Language ») pour 
la simulation des circuits numériques et leur synthèse.

Des normes ont été établies p. ex. IEEE 1364MVL
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logique binaire arithmétique :
symboles et fonctions idempotentes 

« électives »
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logique binaire arithmétique
symboles « électifs »
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logique binaire arithmétique
fonctions « électives »
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logique binaire arithmétique
décomposition canonique des fonctions électives

lundi 23 mai 2016    14h30-16h00 
CNAM, 2 rue Conté, Paris, FRANCE

Zenpo TOFFANO 
CentraleSupelec - CNRS-L2S 

symbolique quantique pour la logique                         18 groupe de travail 
"modélisation des systèmes complexes"



logique binaire arithmétique
fonctions booléennes arithmétiques des « connecteurs logiques »
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logique binaire arithmétique
nombre de connecteurs et remarques
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logique binaire arithmétique
relations intéressantes

expression de la conjonction ET (AND) qui est le produit 
des variables:

expression de la disjonction OU (OR) pour 2 et 3 variables
qui est la formule d’« inclusion-exclusion » ou formule du 
« crible » de Poincaré

Expression de la disjonction exclusive (XOR) pour 2 et 3 
variables:

Expression de la fonction majorité à 3 variables
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diagrammes logiques :
Venn et « vision » des formes logiques 
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diagrammes de Venn
fonctions d’une variable
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diagrammes de Venn
fonctions de deux variables
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diagrammes de …
« vision » des formes canoniques (2 variables)
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diagramme de Venn
« vision » de la forme Reed-Muller à 3 variables
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observables quantiques :
postulat de la mesure et états quantiques
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observables quantiques
postulats de la mécanique quantique

la théorie (mécanique) quantique énonce des postulats qui ont pour but:

1. de décrire l’état d’un système quantique à un instant donné, c’est le postulat de l’état quantique

2. de prévoir le résultat d’une mesure d’une grandeur quantique et de sa probabilité (possibilité de 
calcul de valeurs moyennes), c’est le postulat sur la mesure d’un état quantique.

3. de décrire l’évolution dans le temps d’un système quantique, c’est le postulat sur l’évolution d’un 
état quantique.
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observables quantiques
postulat de la mesure: résultats et probabilités
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observables quantiques
postulat de la mesure: incompatibilité
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observables quantiques
postulat de la mesure: compatibilité et dégénérescence
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observables quantiques
notation de Dirac
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observables quantiques
décomposition spectrale d’une observable
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observables quantiques
représentation matricielle
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observables projecteurs logiques :
logique à l’aide de l’algèbre linéaire
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observables projectives logiques
motivation 
Une proposition dans un système logique peut être représentée par une observable dans l'espace 
de Hilbert. Cette observable présentant les mêmes caractéristiques qu’une observable quantique 
peut être considérée comme une observable logique. 

Le point de vue ici, sous le nom de « Eigenlogic »*, estime que les valeurs propres des observables 
logiques sont les valeurs de vérité d'une proposition et les vecteurs propres associés correspondent 
aux différentes propositions atomiques.

A l'inverse, un système quantique lorsqu'il est considéré dans son espace propre est formellement 
équivalent à un système logique propositionnel.

Dans le contexte de la mécanique quantique ce modèle utilise des projecteurs de dimension finie.

* Z. Toffano, “Eigenlogic in the spirit of George Boole”. (2015) arXiv:1512.06632
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observables projectives logiques
observables logiques pour un seul argument
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observables projectives logiques
composition d’ observables logiques: produit de Kronecker
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observables projectives logiques
décomposition des observables logiques pour deux arguments
En utilisant les propriétés précédentes, le 4 projecteurs de rang 1, sont calculés simplement.

Le développements pour les observables logiques sont:

Et sous forme matricielle
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observables projectives logiques
observables logiques : les projecteurs et connecteurs logiques
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observables isométriques logiques :
logique des spins ½
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observables isométriques logiques
transformation isométrique lien avec les observables de spin ½
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observables isométriques logiques
observables isométriques: dictateurs, XOR, AND (CZ )
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tableau des observables logiques à deux arguments

lundi 23 mai 2016    14h30-16h00 
CNAM, 2 rue Conté, Paris, FRANCE

Zenpo TOFFANO 
CentraleSupelec - CNRS-L2S 

symbolique quantique pour la logique                         46 groupe de travail 
"modélisation des systèmes complexes"



logique floue :
« valeur moyenne de vérité »
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logique floue
état quantique qui n’est pas état propre de l’observable logique
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logique floue
valeur moyenne d’un « projecteur » logique
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logique floue
projection, conjonction et disjonction des états composés

lundi 23 mai 2016    14h30-16h00 
CNAM, 2 rue Conté, Paris, FRANCE

Zenpo TOFFANO 
CentraleSupelec - CNRS-L2S 

symbolique quantique pour la logique                         50 groupe de travail 
"modélisation des systèmes complexes"



logique floue
états non séparables (intriqués)
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logique multivaluée :
analogie avec le moment cinétique quantique
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logique multivaluée
caractéristiques
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logique multivaluée
développement des fonctions par la méthode des éléments finis
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logique multivaluée
connecteurs logiques pour deux arguments et trois valeurs
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logique multivaluée
exemple: connecteurs logiques Min at Max pour trois valeurs
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conclusion et perspectives
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Nous avons présenté un formalisme opérationnel nommé "Eigenlogic" en utilisant des observables 
quantiques dans l'espace de Hilbert.

L’idée de « Eigenliogic » est la suivante:

�Les valeurs propres d'une observable logique représentent les valeurs de vérité du connecteur 
logique correspondant.

�Les vecteurs propres associés correspondent à l'une des combinaisons fixes des entrées (propositions 
atomiques).

�Le résultat d'une «mesure» ou «observation» sur une observable logique donnera la valeur de vérité 
de la proposition logique associée, et deviendra «interprétable» lorsque l’observation se fait dans 
l’espace propre conduisant à une analogie naturelle avec le postulat de mesure en mécanique 
quantique.

�Si l’observation est faite en dehors de l’espace propre de l’observable logique, ce qui signifie que les 
propositions atomiques d’entrée ne sont pas univoquement déterminées (« floues »), alors la valeur 
moyenne quantique (règle de Born) de l’observable donnera la mesure « floue » qui est la probabilité 
associé à la valeur de vérité.
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